ГЛАВА III. АБСОЛЮТНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ОГРАНИЧЕННЫМИ РЕСУРСАМИ
Известные результаты по абсолютной устойчивости динамических систем изложены в § 2.1-§ 2.5. Существуют два подхода к исследованию абсолютной устойчивости динамических систем: метод А.Н. Лурье, метод В.М. Попова. Связь между этими методами установлена в работах В.А. Якубовича и его учеников.
Разрешающие уравнения А.Н. Лурье были получены на основе второго метода Ляпунова путем выбора функции Ляпунова в виде "квадратичная форма плюс интеграл от нелинейности". В конечном счете, метод А.Н. Лурье сводится к разрешимости матричных неравенств (см. § 2.1, § 2.2). Естественно, для решения прикладных задач такой подход довольно сложен.

Частотный критерии абсолютной устойчивости В.М. Попова является необходимым и достаточным условием разрешимости матричных неравенств А.Н. Лурье, более того, для одномерных систем частотный критерий допускает геометрическую интерпретацию, что позволяет легко проверить разрешимость матричных неравенств при фиксированных значениях конструктивных параметров системы. Однако, для многомерных систем частотный критерий не имеет геометрическую интерпретацию, как в случае одномерных, и его проверка в этих случаях является достаточно сложной задачей (см. § 2.3, § 2.4).
Сложность проверки частотных критериев, необходимость выделения области абсолютной устойчивости в пространстве конструктивных параметров системы привели к созданию алгебраических критериев абсолютной устойчивости путем сведения частотных критериев к проверке положительности полиномов на положительной полуоси (см. § 2.5).
В этой главе приведены результаты исследования абсолютной устойчивости динамических систем, полученных автором на основе оценки несобственных интегралов вдоль решения системы.

§ 3.1   Основной случай. Постановка задачи. Неособые преобразования
Уравнение движения динамической системы имеет вид
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Нелинейная система (1) называется динамической системой с ограниченным ресурсом, если функция 
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(2)
На практике встречающиеся динамические системы относятся к системам с ограниченными ресурсами.

Положение равновесия системы (1), (2) определяется из решения алгебраических уравнений 
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 Отсюда следует, что система (1), (2) имеет единственное положение равновесия 
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Положение равновесия 
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 системы (1), (2) называется абсолютно устойчивым, если: 1) матрицы 
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гурвицевы (асимптотическая устойчивость в малом положения равновесия 
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Элементы матриц 
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 называются конструктивными параметрами динамической системы (1), (2). Критерием абсолютной устойчивости системы (1), (2) называются соотношения, связывающие конструктивные параметры системы, при выполнении которых положение равновесия 
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Ставится задача: Найти новый эффективный критерий абсолютной устойчивости положения равновесия 
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 системы (1), (2), который выделяет в пространстве конструктивных параметров системы область шире, чем известные критерии (метод А.Н. Лурье, частотные условие В.М. Попова).

Неособое преобразование. Для простоты проверки предлагаемого критерия абсолютной устойчивости целесообразно преобразовывать исходное уравнение движения (1).
Характеристический полином матрицы 
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Как следует из теоремы Гамильтона-Кэли матрица 
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 (см. § 1.2). Тогда
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Лемма 1. Пусть вектор-строка 
[image: image35.wmf])

,...,

(

1

n

q

q

q

=

 такой, что


[image: image36.wmf]0

,

0

,...,

0

,

0

,

0

1

2

2

¹

=

=

=

=

-

-

B

A

B

A

B

A

AB

B

n

n

q

q

q

q

q

.



(3)

Тогда уравнения движения (1) может быть представлено в виде
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где 
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Доказательство. Рассмотрим первое уравнение из (1). Умножая слева на 
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в силу равенства 
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. Аналогичным путем получим следующую систему дифференциальных уравнений
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Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы, и пусть, кроме того, ранг матрицы
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порядка 
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2) если 
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Доказательство. Заметим, что ранг 
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Из лемм 1, 2 следует, что если выполнены равенства (3) и ранг 
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В дальнейшем наряду системой (1) рассмотрим уравнения движения вида (см. (4), (7))
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где 
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Лемма 3. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 величина 
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где 
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Доказательство. Если величина 
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Тождества (9)-(11) могут быть использованы для оценки несобственных интегралов вдоль решения системы (8), (2).
§ 3.1.1   Свойства решений. Несобственные интегралы
Уравнение движения динамический системы имеет вид
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(1)

Система (1) неособым преобразованием приводится к виду
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Свойства решений. Можно показать, что решение системы (1), а также системы (2) ограничены. Эти свойства решений могут быть использованы при оценке несобственных интегралов.

Теорема 1. Пусть матрица А – гурвицева, т.е. 
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Кроме того, функции 
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Доказательство. Из включения 
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 Так как матрица А – гурвицева, т.е.
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 – сколь угодно малое число (см. § 1.5).

Решение дифференциального уравнения (1) запишется так
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. Отсюда следует ограниченность решения системы (1) (см. оценку (3)). Из (1) следует, что
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Итак, доказаны оценки (3), (5). Из ограниченности 
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Заметим, что при выполнении условия лемм 1, 2 системы (1) и (2) равносильны. Далее, из (2) следует
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Из ограниченности производных 
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 следуют равномерные непрерывности функций 
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Как следует из леммы 3 (§ 3.1) вдоль решения системы (1) верны тождества
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где 
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Несобственные интегралы. На основе тождеств (6) и включения 
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 могут быть получены оценки несобственных интегралов вдоль решения системы (2).

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1-3 (§ 3.1), матрица 
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 вдоль решения системы (2) несобственный интеграл
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Доказательство. Для решения системы (2) верны тождества (6). Произведение
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является квадратичной формой от переменных 
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Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1-3, матрица 
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Доказательство. Из включения 
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Тогда для любой величины 
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Отсюда следует, что вдоль решения системы (2) выполняется неравенство


[image: image137.wmf]I

t

t

t

t

t

t

Î

"

¹

>

-

-

,

,

0

)

(

,

0

))

(

(

)

(

))

(

(

2

1

1

0

1

s

s

j

t

m

s

t

s

j

,

(11)
где
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Интегрируя по 
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 неравенство (11) с учетом оценки (3)-(5) получим утверждение теоремы в виде неравенств (9), (10), где 
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Теорема 4. Пусть выполнены условия лемм 1-3 (§ 3.1), матрица 
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 3.

Из за громоздкости подробного доказательства представления несобственных интегралов 
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 в виде сумм (7), (9), (12) не приводятся. В лекции при решении примера показаны представления указанных несобственных интегралов в виде соответствующих сумм и оценки (8), (10), (13).

§ 3.1.2  Несобственные интегралы. Абсолютная устойчивость (продолжение)
Данная лекция является продолжением § 3.1.1 и в ней сохранена нумерация формул, приведенная в предыдущем параграфе.

Теорема 5. Пусть выполнены условия лемм 1-3 (§ 3.1), матрица 
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Доказательство. Так как 
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то несобственный интеграл.
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где второе слагаемое удовлетворяет оценку (15).

Как следует из теоремы 1 функции 
[image: image157.wmf]I

t

t

t

Î

),

(

),

(

s

s

 ограничены т.е. 
[image: image158.wmf].

,

,

)

(

,

)

(

3

2

I

t

t

c

t

c

t

Î

"

£

£

s

s

&

Тогда


[image: image159.wmf]ò

ò

ò

ò

¥

<

£

£

=

¥

®

¥

®

¥

®

¥

®

)

(

)

0

(

)

(

)

0

(

)

(

)

0

(

3

2

2

2

0

2

.

lim

lim

lim

)

(

)

(

lim

t

T

t

T

T

T

T

T

d

c

d

d

dt

t

t

s

s

s

s

s

s

s

t

s

s

t

s

s

t

s

t

s

&

&

&

&


Теорема доказана.

Абсолютная устойчивость. На основе результатов изложенных в § 3.1, § 3.2 могут быть сформированы критерии абсолютной устойчивости положения равновесия исходной системы (1).

Теорема 6. Пусть выполнены следующие условия:

1) Матрицы 
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3) ранг матрицы 
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4) выполнение равенства 
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Тогда положение равновесия системы (1) абсолютно устойчиво.

Доказательство. При выполнении условий 1)-3) теоремы верны утверждения теорем 2-4. Как следует из условия 4) теоремы, выполнено равенство 
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где 
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В самом деле, как следует из теорем 3, 4 (см. (9)),
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Из теоремы 2 имеем 
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Тогда 
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Из (17)-(19) при 
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Следовательно, 
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где функция 
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Как следует из леммы 3, функции 
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Теперь рассмотрим уравнения движения (1). Так как исследуемая система автономна, т.е. свойства решения системы не зависят от начала отсчета времени, 
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Заметим, что 
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Тогда 
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где 
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Таким образом, пределы 
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Тогда согласно утверждению леммы 2, функция 
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 следует, что положение равновесия системы (1) абсолютно устойчиво. Теорема доказана.

Теорема 7. Пусть выполнены условия 1)-3) теоремы 6, и пусть, кроме того, верны равенства
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Тогда положение равновесие системы (1) абсолютно устойчиво.

Доказательство. Из равенства (22) следует, что 
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 Далее, повторяя доказательство теоремы 6, получим утверждение теоремы. Теорема доказана.

Теорема 8. Пусть выполнены условия 1)-3) теоремы 6, и пусть, кроме того, верны равенства
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Тогда положение равновесия системы (1) абсолютно устойчиво.

Доказательство. Из равенства (23) следует, что верны соотношения 
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. Далее повторяя доказательство теоремы 6, получим утверждение теоремы. Теорема доказана.

Выводы. В § 3.1-§ 3.1.2 изложены основы абсолютной устойчивости нелинейных динамических систем с ограниченными ресурсами. В отличие от известных методов исследования абсолютной устойчивости положения равновесия, проведенных в § 2.1-§ 2.5, предлагается новый подход, основанный на априорный оценке несобственных интегралов вдоль решения системы.

Примечательно то, что неособым преобразованием уравнения движения системы проводится к специальному виду, который позволяет представить подынтегральную функцию в виде суммы двух слагаемых. Первое слагаемое является квадратичной формой приведенной к диагональному виду, а второе слагаемое полный дифференциал функции по времени. Такое представление подынтегральной функции, в конечном счете, приводит к легко проверяемым критериям абсолютной устойчивости.

Отличительной особенностью предлагаемого подхода является получение тождеств вдоль решения системы относительно входного и выходного переменных нелинейного элемента. Эти тождества позволяют использовать сведения о свойствах нелинейной части системы для оценки несобственных интегралов. При таком подходе к исследованию абсолютной устойчивости удается получить дополнительное соотношение, связывающее фазовые переменные, что позволяет получить более эффективные критерии абсолютной устойчивости.

Для систем с ограниченными ресурсами, фазовые переменные ограниченные и являются равномерно непрерывными функциями. Эти свойства были использованы при получении критерия, а также при оценке несобственного интеграла от квадрата производной входной переменной нелинейного элемента. Данная оценка позволяет существенно расширить область абсолютной устойчивости в пространстве конструктивных параметров системы нежели известные критерии и в ряде случаев можно получить необходимое и достаточное условие абсолютной устойчивости.

Эффективность предлагаемого метода показана на примере. Пример приведен в § 3.1.3.

§ 3.1.3   Эффективность метода. Задача В.А. Плисса
Эффективность предлагаемого метода исследования абсолютной устойчивости покажем на одном примере. Данный пример является видоизмененной задачей, поставленной Плиссом В.А. для проблемы М.А. Айзермана.

Пусть уравнение движения системы имеет вид
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Примеру В.А. Плисса соответствует уравнения движения
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Для примера (1) матрица 
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I.  Ниже приведены результаты применения теоремы 6.
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Так как все коэффициенты характеристического полинома больше нуля и 
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3. Матрица
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Следовательно, ранг матрицы 
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Тогда уравнения движения (2) имеют вид
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Исследуем абсолютную устойчивость положения равновесия системы (3), (4) с нелинейностью 
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4. Вычислим несобственные интегралы 
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Вычислим 
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Из формул (5)-(7) следует 
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Теперь условия 4) теоремы 6 запишутся так:
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Из (8) имеем 
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Из (9) следует, что 
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Как следует из формулы (10) величина 
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Из (11) с учетом (12)-(14), получим 
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Из (15) при 
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Значение 
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определим из соотношения (12) (предельное) 
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Такие же значения 
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 дают известные критерии абсолютной устойчивости. От разрешающих уравнений А.Н. Лурье и частотного критерия В.М. Попова предлагаемый критерии отличается от простотой проверки.

II.  Покажем, что применение теоремы 8 дает необходимое и достаточное условие абсолютной устойчивости системы (1), (2). Проверка условий 1)-3) теоремы 6 приведена выше.
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Отсюда следует, что 
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 Теперь условия (23) теоремы 8 запишутся в виде
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Из (16), имеем 
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Из (17) следует, что 
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Из равенства (18) получим 
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Из (19) с учетом (20)-(22) имеем 
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Тогда 
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(23)

Подставляя значение 
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из (23) в формуле (22), получим 
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Из (21) с учетом (23),(24) имеем 
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(25)

Значение суммы 
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Тогда значение 
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при 
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достигается при 
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при 
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Таким образом, положение равновесие системы (1), (2) абсолютно устойчиво при 
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 Отсюда следует, что применение теоремы 8 дает необходимое и достаточное условие абсолютной устойчивости.

§ 3.2   Простой критический случай. Постановка задачи. Неособое преобразование. Свойства решений
Постановка задачи. Уравнения движения динамических систем в простом критическом случае имеют вид
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где 
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Функция 
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(2)

Из (2) следует, что 
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Представим функцию 
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 Для систем с ограниченными ресурсами функция 
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(3)

Положение равновесия системы (1), (2) определяется из решения алгебраических уравнений 
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[image: image351.wmf]-

A

гурвицева, функция 
[image: image352.wmf]0

)

(

F

Î

s

j

 обращается в нуль только при 
[image: image353.wmf],

0

=

s

 то в случае, когда 
[image: image354.wmf]0

¹

E

 система (1), (2) имеет единственное положение равновесия 
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Положение равновесия 
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 системы (1), (2) называется абсолютно устойчивым, если матрицы А,
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– гурвицевы и для всех 
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Критерием абсолютной устойчивости для системы (1), (2) называют алгебраические соотношения, связывающие матрицы 
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Ставится задача: найти новый эффективный критерий абсолютной устойчивости положения равновесия 
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 системы (1), (2) который выделяет в пространстве конструктивных параметров системы области шире, чем известные критерии (метод разрешающих уравнений А.Н. Лурье, частотные условие В.М. Попова).

Неособое преобразование. Одним из основных требований, предъявляемых к критерию абсолютной устойчивости, является простота его проверки. Для достижения указанной цели необходимо неособое преобразование уравнения движения системы (1).

Как следует из включения (2), (3), уравнения движения (1) могут быть представлены в виде
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(4)
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Лемма 1. Пусть вектор строка 
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Тогда уравнение (4) может быть представлено в виде
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Доказательство аналогичной леммы приведено в § 3.1.

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, и пусть, кроме того, ранг матрицы
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2. если 
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Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 2 из  3.1.

Свойства решений. Как следует из лемм 1, 2 уравнение движения системы (1), (2) может быть представлено в виде (см. (4), (6), (8))
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Теорема 1. Пусть матрица 
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Кроме того, функции 
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Решение дифференциального уравнения (4) запишется так
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Из ограниченности 
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Из (6) следует
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Из ограниченности производных 
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Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 величина 
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Доказательство. Вдоль решения системы (9) верно тождество
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§ 3.2.1  Несобственные интегралы. Абсолютная устойчивость
Несобственные интегралы. На основе тождеств (13)-(15) и включения (3) могут быть получены оценки несобственных интегралов вдоль решения системы (9). Заметим, что при выполнении условия лемм 1, 2, система (1), (2) равносильна (9). § 3.2.1 является продолжением § 3.2.

Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрицы 
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Доказательство. Так как 
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Легко убедиться в том, что
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в силу ограниченности 
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и так далее. Аналогично имеем
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и так далее. Можно показать, что
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Из (18)-(21) следует равенство (16), где 
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Теорема 4. Пусть выполнены условия леммы 1, 2, матрицы 
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Доказательство. Заметим, что
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и так далее. Аналогичным путем могут быть вычислены интегралы 
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Далее, повторяя доказательство теоремы 3, получим (22), (23). Теорема доказана.

Теорема 5. Пусть выполнены условия леммы 1, 2, матрицы 
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Доказательство. Интегрируя произведения
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по 
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Теорема 6. Пусть выполнены условия леммы 1, 2, матрицы 
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 вдоль решения системы (9) несобственный интеграл
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Доказательство. Поскольку 


[image: image472.wmf]I

t

t

t

y

t

y

t

y

t

t

n

n

n

Î

+

+

+

+

=

+

-

,

)]

(

)

(

...

)

(

)

(

[

)

(

)

(

2

1

1

3

1

2

0

3

3

w

b

b

b

b

t

s

t

s

&

&


то несобственный интеграл (см. (26))
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где второе слагаемое удовлетворяет оценку (27).

Как следует из теоремы 1 функции 
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Теорема доказана.

Абсолютная устойчивость. На основе оценок (16), (17), (22)-(27) могут быть сформулированы критерии абсолютной устойчивости положения равновесия системы (1), (2).

Теорема 7. Пусть выполнены следующие условия:

1) матрицы 
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сколь угодно малое число;

2) существует вектор 
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3) ранг матрицы 
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4) выполнены равенства 
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Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво.

Доказательство. При выполнении условия 1)-3) теоремы верны утверждения теорем 3-5. Как следует из условия 4) теоремы, выполнено равенство.
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Тогда 
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 Теорема доказана.

Теорема 8. Пусть выполнены условия 1)-3) теоремы 7 и выполнено условие теоремы 6, и пусть кроме того верны равенства
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Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво. 
Доказательство. Если выполнены соотношения (29), то верно равенство
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Теорема 9. Пусть выполнены условия 1)-3) теоремы 7 и выполнено условие теоремы 6, и пусть кроме того верны равенства
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Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво. 

Доказательство. Как следует из соотношения (30) верно равенство
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§ 3.2.2  Эффективность метода. Задача Б.В. Булгакова
Эффективность предлагаемого метода покажем на одном примере. В качестве примера рассмотрим задачу Б.В. Булгакова. Уравнения движения системы имеет вид [1].
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 положительные конструктивные параметры системы. 
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Для данного примера, матрицы 
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Из (33) следует, что
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Теперь уравнения движения системы запишется в векторной форме в следующем виде
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1. Неособое преобразование. Характеристический полином матрицы 
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Матрица 
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 Дифференциальное уравнение (9) запишется в виде


[image: image547.wmf].

)

(

),

(

1

1

,

,

1

1

2

1

3

2

2

2

2

2

2

2

1

2

3

3

2

2

1

F

Î

+

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

=

=

s

j

s

j

q

e

e

e

B

A

y

l

T

G

T

T

U

y

l

U

E

T

T

k

y

l

k

a

T

k

y

y

y

y

y

&

&

&


Вектор 
[image: image548.wmf]).

,

,

(

3

2

1

q

q

q

q

=

 Произведение 
[image: image549.wmf].

0

1

3

2

2

1

=

+

-

=

q

q

q

T

B

 Следовательно, 
[image: image550.wmf]).

1

,

,

(

,

1

2

2

2

1

2

2

3

q

q

q

q

q

q

T

T

=

=



[image: image551.wmf],

1

)

(

]

1

)

(

[

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

-

+

-

=

l

k

a

k

aT

G

T

l

k

a

T

k

aT

G

T

T

U

T

T

B

A

e

e

e

e


то 
[image: image552.wmf].

0

4

2

2

1

1

1

=

+

-

=

U

T

T

B

A

q

q

q

 Тогда 
[image: image553.wmf].

)

1

,

1

,

(

,

2

2

2

2

2

1

q

q

q

q

T

T

U

T

U

=

=

 Пусть 
[image: image554.wmf].

1

2

=

q

 Тогда 
[image: image555.wmf]).

1

,

1

,

(

2

2

T

T

U

=

q

 Так как 
[image: image556.wmf]),

0

,

,

0

(

),

0

,

0

,

(

2

2

1

2

1

T

k

A

T

k

A

-

=

-

=

q

q

 то 
[image: image557.wmf].

0

4

1

2

1

¹

=

T

k

B

A

q

 Матрица


[image: image558.wmf],

0

|

|

,

0

0

1

0

1

0

,

,

6

2

2

2

2

2

*

2

*

*

*

*

¹

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

=

T

k

R

T

T

k

T

k

T

U

A

A

R

q

q

q


ранг 
[image: image559.wmf],

3

=

R

 матрица 
[image: image560.wmf]-

R

неособая. Векторы 
[image: image561.wmf]*

2

*

*

*

*

,

,

q

q

q

A

A

 образуют базис в 
[image: image562.wmf].

3

R


Разложение вектора 
[image: image563.wmf]3

*

R

S

Î

 по указанным базисам имеет вид


[image: image564.wmf],

*

2

*

1

2

*

*

1

1

*

0

*

q

b

q

b

q

b

A

A

S

+

+

=


где 


[image: image565.wmf].

,

,

1

2

2

2

3

2

1

2

0

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

l

T

G

k

T

l

U

E

k

T

l

k

a

T

b

b

b


Следовательно,
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(35)

Уравнения (34), (35) в векторной форме запишется так
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2. Тождества. Тождества (13)-(15) запишутся в виде
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3. Несобственные интегралы. Несобственный интеграл
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Несобственный интеграл
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Несобственный интеграл 
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Несобственный интеграл 
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При вычислении интегралов 
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4. Абсолютная устойчивость. Последовательно рассмотрим применения теорем  7, 8, 9 для решения данной задачи.

1. Применение теоремы 7. Легко убедиться в том, что матрица 
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Так как 
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Для гурвицевости матрицы 
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Поскольку все параметры системы положительные, то условия (37) выполнены при всех 
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Для выполнения данного неравенства при всех 
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Выполнения условия 2), 3) теоремы 7 приведены выше. Условия 4) теоремы 7 запишутся так:
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В частном случае, когда 
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 равенство (41)-(44) запишутся в виде


[image: image607.wmf],

2

2

2

6

2

2

0

2

8

1

0

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

+

-

-

l

T

G

k

T

k

T

t

g

m

t






(45)


[image: image608.wmf],

0

2

1

=

g










(46)


[image: image609.wmf],

1

4

2

2

2

4

1

0

1

4

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

l

k

a

T

T

E

k

aU

k

T

t

g

m

t

t





(47)


[image: image610.wmf].

1

2

2

2

2

4

6

2

2

4

2

0

2

3

2

2

4

2

1

0

1

2

2

2

6

1

t

g

g

g

m

t

t

þ

ý

ü

î

í

ì

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

=

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

l

U

E

U

k

T

l

k

a

k

T

l

T

G

k

T

k

T

k

T

U

T

UG

E

k

T




(48)

В случае, когда 
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Можно показать, что из равенств (49)-(51), в частности, следуют результаты полученные частотным критерием для данной задачи в [1].

В самом деле, вводя следующие обозначения:
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равенства (49)-(51)запишем в виде


[image: image616.wmf].

0

,

2

,

,

1

2

1

2

4

2

0

2

3

1

2

4

1

2

0

2

4

2

2

1

0

2

4

2

2

2

4

2

0

>

-

=

-

+

-

-

=

+

-

-

=

t

t

g

g

g

t

t

g

t

t

g

a

k

T

b

k

T

a

k

T

b

k

T

a

k

T






(52)

Поскольку 
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где 
[image: image624.wmf].
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Отсюда после деления на 
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(54)

Для выполнения неравенства (54) необходимо и достаточно выполнения следующих условий:

либо 
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В работе [ ] частотным методом получены указанные неравенства.

Заметим, что указанные неравенства равносильны тому, что 
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 Следует отметить, что величины 
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 что вызывает определенные трудности для проверки приведенных выше неравенств.

Ниже предлагается другой способ проверки (54). Пусть величина 
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Отсюда следует, что 
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где 
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 Таким образом, для абсолютной устойчивости положения равновесия системы (31) достаточно существования параметра 
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 удовлетворяющего указанному неравенству. В случае, когда величина 
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Данные неравенства выполняются, если: либо 
[image: image642.wmf];

0

2

2

0

1

>

+

a

a

a

 либо 
[image: image643.wmf].

0

,

0

2

1

2

0

1

³

£

+

b

a

a

a


2. Применение теоремы 8. Условия (29) запишутся так:


[image: image644.wmf],

:

3

2

2

2

4

2

0

2

8

1

0

1

0

0

0

t

g

m

t

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

+

-

=

G

+

-

l

T

G

k

T

k

T

P

N





(55)


[image: image645.wmf],

0

:

2

1

1

1

1

=

=

G

+

g

P

N









(56)


[image: image646.wmf],

1

:

3

2

4

2

2

4

1

0

1

1

4

2

2

2

t

g

m

t

t

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

G

+

-

l

k

a

T

T

k

aU

E

k

T

P

N



(57)

[image: image647.wmf],

1

2

2

2

:

3

2

2

4

2

2

4

2

0

2

3

6

2

4

2

1

0

1

2

2

2

6

1

3

3

3

t

g

g

g

m

t

t

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

=

-

+

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

G

+

-

l

T

G

l

k

a

k

T

l

U

E

k

T

k

T

k

T

U

T

UG

E

k

T

P

N


(58)
где 
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Вводя обозначения 
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 соотношения (59)-(61) запишем в виде
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(62)

Далее, как в случае применения теоремы 7, имеем следующие два варианта проверки (62):
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где 
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при 
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либо 
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Следует отметить, что соотношения (63), (64) не следуют из частотных критериев и разрешающих уравнений А.И. Лурье.

3. Применение теоремы 9. Для случая 
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 условия (30) запишутся так:
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(65)

где 
[image: image666.wmf]-
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любые числа. Аналогичным путем можно получить следующие варианты проверки условия (65):
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где 
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0

1

1

,

0

2

)

2

3

2

2

0

0

2

0

0

2

0

2

0

3

2

2

0

0

2

0

1

2

2

1

1

0

2

1

0

0

1

2

0

1

>

-

×

-

-

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

-

-

+

+

+

+

t

t

a

d

a

d

a

b

b

a

a

z

b

a

d

a

d

a

b

b

a

d

a

d

b

a

b

a

b

a

z

z

b

b



(67)

где 
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Из (66), (67), в частности, когда 
[image: image671.wmf]0
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§ 3.3   Критический случай. Постановка задачи. Неособое преобразование. Свойства решений
Постановка задачи. Уравнение движения системы имеет вид
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Положение равновесия системы (1), (2) определяется из решения системы алгебраических уравнений
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 решение дифференциального уравнения (1) обладает свойством 


[image: image691.wmf],

0

)

,

,

,

,

0

;

(

lim

,

0

)

,

,

,

,

0

;

(

lim

,

0

)

,

,

,

,

0

;

(

lim

0

0

0

0

0

0

0

0

0

=

=

=

=

=

=

*

¥

®

*

¥

®

*

¥

®

h

j

x

h

h

x

j

x

h

x

j

x

h

x

t

x

t

x

x

t

x

t

t

t


для любых 
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Критерием абсолютной устойчивости для системы (1), (2) называют алгебраические соотношения, связывающие матрицы 
[image: image693.wmf])

,

,

,

,

,

(

0

m

F

E

D

B

A

, при выполнении которых положение равновесия 
[image: image694.wmf])

0

,

0

,

0

(

=

=

=

*

*

*

h

x

x

 абсолютно устойчиво.

Ставится задача: найти новый эффективный критерий абсолютной устойчивости положения равновесия системы (1), (2) на основе оценки несобственных интегралов вдоль решения системы.

Неособое преобразование. Как следует из включения (2) уравнение движения (1) может быть представлено в виде
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где 
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Лемма 1. Пусть вектор строка 
[image: image708.wmf]2

2

1

1

)

,

,

,...,

(

+

+

+

Î

=

n

n

n

n

R

q

q

q

q

q

 такая, что 


[image: image709.wmf].

0

,

0

,

.

.

.

,

0

,

0

1

1

1

1

1

1

1

1

¹

=

=

=

+

B

A

B

A

B

A

B

n

n

q

q

q

q




(5)
Тогда уравнение (3) может быть представлено в виде
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Доказательство. Умножая слева на 
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 Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, и пусть, кроме того, ранг матрицы


[image: image727.wmf]*

+

*

*

*

*

=

q

q

q

1

,

.

.

.

,

,

n

i

A

A

R







(7)

порядка 
[image: image728.wmf])

2

(

)

2

(

+

´

+

n

n

равен 
[image: image729.wmf],

2

+

n

 где (*)- знак транспонирования. Тогда:

1) существует вектор строка 
[image: image730.wmf](

)

2

1

1

0

,...,

,

+

+

Î

=

n

n

R

b

b

b

b

 такая, что 

[image: image731.wmf],

...

2

1

1

2

1

1

0

+

+

+

+

+

+

+

=

n

n

n

n

y

y

y

y

b

b

b

b

s





(8)
2) если 
[image: image732.wmf],

0

,

.

.

.

,

0

,

0

1

1

2

1

2

1

=

=

=

=

=

=

+

+

z

A

y

z

A

y

z

y

n

n

q

q

q

 то 
[image: image733.wmf].

0

=

z


Доказательство. Заметим, что ранг 
[image: image734.wmf]2

+

=

n

R

 тогда и только тогда, когда векторы 
[image: image735.wmf]-

*

+

*

*

*

*

q

q

q

1

1

1

,...,

,

n

A

A

 линейно независимы. Поскольку векторы 
[image: image736.wmf]*

+

*

*

*

*

q

q

q

1

1

1

,...,

,

n

A

A

 образуют базис в 
[image: image737.wmf],

2

+

n

R

 то вектор 
[image: image738.wmf]2

+

*

Î

n

R

S

 может быть представлен однозначно в виде


[image: image739.wmf].

...

1

1

1

1

1

0

*

+

*

+

*

*

*

*

+

+

+

=

q

b

q

b

q

b

n

n

A

A

S


Тогда 


[image: image740.wmf].

...

...

2

1

2

1

1

0

1

1

1

1

1

0

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

=

=

n

n

n

n

y

y

y

z

A

z

A

z

Sz

b

b

b

q

b

q

b

q

b

s


Отсюда следует соотношение (8).

С другой стороны из (7) следует, что пара 
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Из лемм 1, 2 следует, что если выполнены равенства (5) и ранг 
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Свойства решений. Можно показать, что решение системы (1), (2), а также (6), (8), (4) ограничены.

Теорема 1. Пусть матрица 
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Кроме того, функции 
[image: image760.wmf]I

t

t

n

i

t

y

t

z

i

Î

+

=

),

(

,

2

,

1

),

(

),

(

s

 равномерно непрерывны.

Доказательство. Решение дифференциального уравнения (3) имеет вид 
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 Отсюда следует ограниченность решения системы (1), (2). Из (3) следует, что
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Из ограниченности 
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Из (4) следует, что 
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 Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 величина 
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 Тогда вдоль решения системы (6), (8), (4) верны тождества:
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Доказательство теоремы следует непосредственно из (6), (8).
§ 3.3.1  Несобственные интегралы
На основе тождеств (12)-(14) и включения (4) могут быть получены оценки несобственных интегралов вдоль решения системы (6), (8), (4).

Несобственные интегралы. Рассмотрим уравнения движения (1), (2). Как следует из лемм 1, 2 система (1), (2) равносильна (6), (8), (4).

Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 матрицы 
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[image: image785.wmf],

0

)]

(

[

lim

)]

(

...

...

)

(

)

(

[

lim

))]

(

(

))

(

(

)

(

))

(

(

[

lim

0

1

2

2

2

0

0

2

1

1

2

0

1

0

1

1

1

³

+

+

+

+

=

-

=

ò

ò

ò

¥

®

+

+

¥

®

-

¥

®

dt

t

F

dt

d

dt

t

y

N

t

y

N

t

N

dt

t

t

t

t

I

T

T

n

n

T

T

T

T

w

s

j

m

t

s

j

s

t

s

j

 (15)


[image: image786.wmf],

)]

(

[

lim

0

1

¥

<

ò

¥

®

T

T

dt

t

F

dt

d









(16)

где 
[image: image787.wmf])),

(

),...,

(

(

)

(

),

(

)

(

),

(

)

(

)

(

2

1

2

0

1

t

y

t

y

t

y

t

y

t

t

y

t

y

t

F

n

n

+

+

*

=

=

P

=

&

w

 
[image: image788.wmf]-

P

0

постоянная матрица порядка 
[image: image789.wmf]).

2

(

)

2

(

+

´

+

n

n


Доказательство. Так как 
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Легко убедиться в том, что
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в силу ограниченности   
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В самом деле, 
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и так далее.

Аналогично, имеем
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и так далее.

Можно показать, что 
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Из (17)- (20) следует равенство (15), где 
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 Как следует из включения (4) верно неравенство 
[image: image802.wmf].

,

,

0

1

2

1

0

1

1

R

Î

"

³

-

-

s

s

j

m

t

s

t

j

 Следовательно, значение 
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Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрицы 
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Тогда для любых величин 
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 вдоль решения системы (6), (8), (4) несобственный интеграл
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 3. Заметим, что
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и так далее. Аналогичным путем могут быть вычислены интегралы


[image: image810.wmf].

2

,

1

,

,

,

,

2

,

2

,

0

0

+

=

¹

+

=

ò

ò

n

j

i

j

i

dt

y

y

n

i

dt

y

T

j

i

T

i

w


Теорема 5. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Матрицы 
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 вдоль решения системы (6), (8), (4) несобственный интеграл
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Доказательство. Интегрируя произведения
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Теорема 6. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Матрицы 
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 вдоль решения системы (6), (8), (4) несобственный интеграл
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Доказательство. Поскольку 
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то несобственный интеграл
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где второе слагаемое удовлетворяет оценку (26).

Как следует из теоремы 1, функции 
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Теорема доказана.

Уравнения движения (6), (8) могут быть представлены в векторной форме
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где
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Представляет интерес частный случай, когда вектор 
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 соответствующее собственному значению 
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Следовательно, верно тождество 
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 Отсюда следует, что для любого числа 
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Тогда несобственный интеграл
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§ 3.3.2.  Эффективность метода. Задача А.И. Лурье и В.Н. Постникова. Коментарии
Абсолютная устойчивость. На основе оценок (15), (16), (21)-(26) могут быть сформулированы критерии абсолютной устойчивости положения равновесия системы (1), (2).

Теорема 7. Пусть выполнены следующие условия:

1) матрицы 
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2) существует вектор 
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3) ранг матрицы 
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4) выполнены равенства
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Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво.

Доказательство. При выполнении условия 1)-3) теоремы  верны утверждения теорем 3-5. Как следует из условия 4) теоремы выполнено равенство
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Тогда 
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где функция 
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Как следует из теоремы 1, функция 
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 Поскольку исходная система (1) неособым преобразованием приводится к виду (6), то характеристический полином матрицы 
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 так же гурвицева. Система (27) автономна, т.е. свойства ее решения не зависят от начала отсчета времени, 
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Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво.

Доказательство. Если выполнены равенства (29), то 
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Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво.

Доказательство. Как следует из соотношения (30) верно равенство
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а)  Неособое преобразование. Вектор 
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Характеристический полином матрицы 
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Матрица
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б)  Тождества. Вектор 
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в)  Несобственные интегралы. Несобственный интеграл
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Несобственный интеграл
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Несобственный интеграл
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Несобственный интеграл
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Заметим, что:
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г)  Абсолютная устойчивость. Проверка условия теоремы 7.
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гурвицева. Характеристический полином матрицы
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Для гурвицевой матрицы 
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Для выполнения указанных неравенств достаточно, чтобы 
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 Для данных значений параметров системы величина 
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Проверка условия 2), 3) теоремы приведены выше. Из условия 4) теоремы 7 имеем
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Рассмотрим предельный случай, когда 
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Из первого равенства из (37) следует, что 
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Выберем 
[image: image957.wmf],

1

2

1

1

1

3

et

t

et

g

K

K

+

=

 где 
[image: image958.wmf]-

2

1

,

K

K

любые числа. Тогда 


[image: image959.wmf].

]

)

1

(

2

2

[

)

2

(

,

2

2

2

1

2

2

1

1

2

2

1

2

1

1

3

1

et

a

a

t

a

a

g

et

a

t

a

g

g

r

r

K

K

K

K

+

+

-

+

-

=

+

=


Если 
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Заметим, что 
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Теперь равенство (38) с учетом того, что 
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Пусть 
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Итак, при 
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д)  Абсолютная устойчивость. Проверка условия теоремы 8. В случае 
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Из (39) имеем:
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Из третьего равенства при 
[image: image974.wmf]a

et

t

et

g

2

)

1

(

,

2

1

,

2

2

1

1

2

1

1

1

3

r

r

K

K

K

K

+

-

=

=

+

=

 получим 
[image: image975.wmf].

3

2

2

2

t

a

g

=

 Следовательно, 
[image: image976.wmf].

3

2

t

a

g

=

 Из четвертого равенства (39) имеем


[image: image977.wmf],

2

)

1

(

]

2

)

1

[(

2

0

2

1

2

3

2

3

g

g

e

t

a

t

g

+

-

-

-

+

=

r

r

r





(40)

где 
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 Теперь равенство (40) запишется в виде 
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 Проверка условия 1) -3) теоремы (8) приведены выше. Таким образом, положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво, если матрица 
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Комментарии. Существуют три подхода к исследованию абсолютной устойчивости положения равновесия системы


[image: image984.wmf]),

,

0

[

,

)

0

(

,

),

(

0

¥

=

Î

=

=

+

=

I

t

x

x

Sx

B

Ax

x

s

s

j

&





(41)
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Эти подходы изложены в виде: метод А.И. Лурье, метод В.М Попова (глава II) и метод предлагаемый автором данной книги. Эти методы взаимосвязаны. Кратко изложим сущность каждого из указанных подходов.

Метод А.И. Лурье. Для системы (41), (42) выбирается функция Ляпунова в виде
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Из условия (42) следует, что 
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В частности, если 
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где 
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  (второе уравнение А.И. Лурье)
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  (третье уравнение А.И. Лурье).
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Таким образом, исследование абсолютной устойчивости системы (41), (42) сводится к разрешимости системы нелинейных матричных уравнений (47)-(49), т.е. к вопросу о существовании матриц 
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Метод В.М. Попова. Применяя преобразования Лапласа к системе (41) получим 
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Квадратичную форму 
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Отсюда с учетом того, что 
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где 
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~

)

(

]

~

)

(

)[

(

~

~

~

2

1

j

w

w

q

j

w

w

q

j

w

q

j

i

W

i

I

i

A

i

S

x

Si

n

-

=

-

-

=

-


Данное условие может быть записано в виде
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После деления на 
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Соотношение (51) называется частотным условием В.М. Попова.

Работы В.А. Якубовича. Обоснование расширения квадратичной формы 
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 на частотный критерий (50) является частотной теоремой В.А. Якубовича. Применительно к системе (41), (42) результаты работы В.А. Якубовича могут быть сформулированы в виде следующего утверждения:

Следующие три утверждения равносильны:

(I).  Существует функция (43) такая, что для ее полной производной вдоль решения системы (41), (42) для любого 
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(II).  Для некоторой величины 
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 при всех вещественных 
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 таких, что 
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 выполнено неравенство (50);

(III).  Для некоторого 
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 имеют вещественное решение 
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 разрешающие уравнения А.И. Лурье (47)- (49).

Таким образом, могут быть сделаны следующие выводы:

· во-первых, частотный критерий (50) гарантирует разрешимость системы матричных уравнений А.И. Лурье (47)- (49);

· во-вторых, для того, чтобы выполнялись матричные неравенства
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необходимо и достаточно, чтобы для всех вещественных 
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 имело место неравенство (50);

· в-третьих, частотный критерий (50) является необходимым и достаточным условием существования у системы (41), (42) функции Ляпунова вида (43).

В чем недостатки изложенных выше подходов к абсолютной устойчивости динамических систем? Эти недостатки следующие:

1. Метод А.И. Лурье и метод В.М. Попова являются различной формой записи одного и того же условия 
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 для определенного вида функции Ляпунова (43). Не исключено существование функции Ляпунова для системы (41), (42), отличной от (43), которая дает область абсолютной устойчивости в пространстве конструктивных параметров (
[image: image1032.wmf]0

,

,

,

m

S

B

A

) шире чем метод Лурье и метод В.М. Попова.

2. Проверка разрешающего уравнения А.И. Лурье (47)-(49), а также частотного критерия В.М.Попова (50) для многомерных систем практически невозможна.

3. Как в методе А.И. Лурье, так и в методе В.М. Попова не учитываются особенности нелинейных систем с ограниченными нелинейностями.

Естественно возникает вопрос: существует ли другой подход к получению критерия абсолютной устойчивости, который дает в пространстве конструктивных параметров (
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) область шире, чем метод А.И. Лурье и метод В.И. Попова.

В третьей главе изложены основы нового подхода к абсолютной устойчивости динамических систем, получены эффективные критерии абсолютной устойчивости для основного, простого критического и критического случаев.
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